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关于 Smarandache 函数 的 一 个 问题 
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摘 要 : 对 任意 正 整 数 mw 著名 的 Smarandache 未 数 9(n) 定义 为 最 小 的 正 整数 mm 使 
得 见 | ml. 即 就 是 9(p) = min{m : meN, rm. 令 PS(n) 表示 区 间 [1 四 中 S(m) 
为 素数 的 正 整数 94 的 个 数 . 在 一 篇 未 发 表 的 文献 中 , 本 Castillo 建议 我 们 研究 当 mm 一 oo 
时 , 比值 PS(m)/m 的 极限 存在 问题 , 如 果 存 在 , 确定 其 极限 , 本 文 的 主要 目的 是 利用 初 
等 方法 研究 这 一 问题 , 并 得 到 彻底 解决 ! 即 就 是 证 明 该 极限 存在 且 为 1， 
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1 引言 及 结论 


对 任意 正 整 数 w, 著名 的 Smarandache 函数 9(z) 定义 为 最 小 的 正 整数 mm 使 得 m | ml 即 
就 是 S(n) = min{fm : mm E N， mm!}. 这 一 函数 是 美 籍 罗马 尼 亚 著名 数论 专家 F.Smarandache 
教授 在 他 书 中 引入 的 钙 , 并 建议 人 们 研究 它 的 性 质 ! 从 S(m) 的 定义 人 们 容易 推出 如 果 m” = 
DT1p02 Der 表示 刀 的 标准 分 解 式 , 那么 S(m) = Jax )}. 由 此 我 们 也 不 难 计算 出 S(m) 


的 前 几 个 值 为 ， 5S(1) = 1, 9(2) = 2, S(3) = 3， SU) 3(5) = 5 9(6) = 3, 9(7) = 7, 3S(8) = 
4, 5(9) = 6, 5(10) = 5, 5(11) = 11 S(12) = 4 1 = 13, S(14) = 7 8(15) = 5 5(16) = 6， 
1 . 关于 3S(n) 的 算术 性 质 ， 许多 学 者 进行 了 研究 获得 了 不 少 有 趣 的 结果 ! 参阅 文献 [2-6]. 
例如 , 文 [2-3] 研究 了 一 类 包含 S(m) 方程 的 可 解 性 , 证 明了 该 方程 有 无 穷 多 组 正 整数 解 , 即 就 是 
证 明了 对 任意 正 整数 大 > 2, 方程 S(mil + ma 十 … 十 rpk) = 3(ml) 十 S(m3s) 十 … 十 S(mk) 有 
无 穷 多 组 正 整数 解 (mi;rn2z)…… ,mk). 

文 图 获得 了 有 关 5S(n) 的 一 个 深刻 结果 ! 也 就 是 证 明了 渐 近 公式 


3 
2 


2 2 (让 ) > 也 
二 人 二 和 [可 
其 中 P(nm) 表示 m 的 最 大 素 因 子 , ((s) 表示 Riemann zeta- 函数 . 

文 加 研究 了 关于 Smarandache 函数 的 一 个 猜想 ， 即 就 是 证 明了 当 ”为 某 些 特殊 整数 ( 例 
如 m 为 无 平方 因子 数 ) 时 , 和 式 二 un 5 5 困 不 可 能 为 整数 . 


现在 我 们 令 PS(m) 表示 区 间 [1, 可 中 Sm) 为 素数 的 正 整数 ”的 个 数 . 在 一 篇 未 发 表 的 文 
献 中 ,Castillo 本 建议 我 们 研究 极限 lim 区 人 o) 的 存在 问题 . 如 果 存在 , 确定 其 极限 . 这 一 问题 
是 有 趣 的 ， 它 揭 示 了 Smarandache 函数 S(n) 值 分 布 的 规律 性 , 同时 也 说 明 在 绝 大 多 数 情况 下 ， 
Smarandache 函数 S(n) 取 素数 值 ! 
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然而 关于 这 一 问题 , 由 于 不 知道 从 何 下 手 , 所 以 至 今 没 有 人 研究 , 至 少 我 们 没有 看 到 过 有 关 
方面 的 论文 . 本 文 的 主要 目的 是 利用 初等 方法 研究 这 一 问题 , 并 得 到 彻底 解决 ! 具体 地 说 也 就 
是 证 明了 下 面 的 ， 

定理 ”对 任意 正 整数 mn > 1, 我 们 有 渐 近 公式 


Pa -io 人 


显然 这 是 一 个 比 Castilo 本 问题 更 强 的 结论 . 当然 如 何 改进 上 式 当 然 如 何 改进 上 式 中 的 误差 项 
也 是 一 个 有 意义 的 问题 , 有 待 于 我 们 进一步 研究 ! 由 此 定理 我 们 立刻 得 到 下 面 的 


推论 “对 任意 正 整 数 mw 我 们 有 极限 lm_ 2 四 


2 定理 的 证 了 明 


这 节 我 们 利用 初等 方法 给 出 定理 的 直接 证 明 . 首先 我 们 估计 m - PS(n) 的 上 界 . 事实 上 
当 m > 1 时 , 设 m = 玖 :pg92 …per 表示 mn 的 标准 分 解 式 , 那么 由 函数 8(n) 的 定义 及 性 质 可 
设 S(n) = S(2) = RN = 那么 mm =1 且 Sn) = Ju 为 素数 . 若 ui > 1, 那么 由 > 1， 
则 S(m) 为 合 数 . 所 以 柬 - PS(m) 为 区 间 [1 中 中 所 有 8(n] = 1 及 5S(m) 为 合 数 的 m 的 个 数 ! 
显然 8(”) = 1 当 且 仅 当 盖 = 1. 于 是 令 M = am 则 我 们 有 


n-PSm=lI+ 》 1<cl+>》 1I+ ?1 ( 
< S(E)<M pa< 刀 
8( 了 =5(p)，a>2 ap>M，a>22 
现在 我 们 分 别 估 计 (1) 式 中 的 各 项 , 显然 有 
>》 ， 1< 》， 1 十 交 ， 1< 1 十 2 1 
jpx<n kp2<n kpa<n 剖 <p<vF k 起 pe<n RS 攻 


op>M，a>2 2p>M ap>M，a>3 


让 二 


cp>AM，a>3 


如 <p<v pe<n pP<VR PS 
ap>AM，a>23 ap>AM， a>p ap>M, 3<a<p 
亿 了 沁 也 亿 也 多 
冬 吉 7 十 》， 疙 才 访 入 入 二 友 疝 了 直 现 全 贡 (2) 
p<vm P<V 
a>Vi p>VM， oz>3 


于 (D) 式 中 的 另 一 项 ,我 们 需要 采取 新 的 估计 方法 . 对 任意 素数 p < M, 令 alp) = [ 藻 | 
即 就 是 a(p) 表示 不 超过 上 的 最 大 整数 设 v = IJ]。<x ze 四 ,对 任意 满足 S() < M 的 正 整 
数 户 设 S(p) = S(pe)， 刚直 5( 有 ) 的 定义 一 定 有 pelMb 从 而 e< 工 尖 ;| 区 | < 药 , 所 以 所 


有 满足 S(b) < M 的 正 整数 上 一 定 整除 w 而 这 样 上 的 个 数 不 会 超过 v 的 正 因数 的 个 数 , 即 就 
是 du). 所 以 我 们 有 


筷 中 -有 -人 的 )- 人 后 Dj 


其 中 exp(g = 红 . 
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由 素数 定理 的 两 种 形式 fa: x(M) = Zp<x1= 动 +0(z)， Doswvlnp= MT+ 
Ad 攻 
O (Ra 条) 可 得 


本 2 


PS D<JA4 D<jM 
1  M.Im(2M) AM 1 
) .mn(2M) -22 M+of(E 区 )- o( 训 和 (4) 
注意 到 M = inm, 由 (3) 及 (4) 式 立刻 得 到 估计 式 
“nm 
1 和 exp (: 】 (5) 
,2 nln 
其 中 e 为 一 正常 数 . 


注意 到 exp ( 伍 2) < 耳 , 于 是 结合 (1), (2) 及 (5) 式 立 刻 推出 估计 式 


]njnw 
亿 
及 一 PS(m) = 工 十 》， 1 = 0 | 一 
多 ( 
39( 间 =S(pa)，ca>2 


所 以 PSn) =m+O( 巴 )， 
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On a problem of the Smarandache function 
ZHANG Ai-ling 


( Faceulty of Higher Technical, Xi'an University of Technology, Xi'an 710082, China ) 


Abstract: For any positive integer nm, the famous Smarandache function S(P) is deftined as the smallest positive 
integer mm Such that mlrml、That is S(n) = min{fm : me N, mml}. Let PS(n) denotes the number of all ” ip 
the interval [1，m] such that 5(nm) be a prime，In an unpublished paper, J.Castillo asked us to determine the 
limit PS(m)/m as mn 一 co ifthis limit exists, find its value，In this paper，we using the elementary method to 
study this problem, and prove that its limit exists, and its value is 1 
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